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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ РЕКУРСИВНЫХ ЦИФРОВЫХ ФИЛЬТРОВ  
ДЛЯ ПОСТРОЕНИЯ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ВЫСОКИХ ПОРЯДКОВ  
ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНОГО УРАВНЕНИЯ ШРЕДИНГЕРА
Аннотация. Исследованы двухслойные разностные схемы высоких порядков для нестационарного уравнения 
Шредингера. С использованием методов цифровой обработки сигналов доказан критерий консервативности раз-
ностных схем любого порядка для уравнения Шредингера. С помощью достигнутых теоретических результатов 
вычислены аналитические выражения для коэффициентов разностной схемы восьмого порядка. Получены условия 
эквивалентности разностных схем восьмого порядка представлению в виде каскада всепропускающих цифровых 
фильтров первого порядка. На основе численного анализа показано превосходство разностной схемы восьмого по-
рядка при решении линейного уравнения Шредингера над схемой повышенного порядка точности на шеститочеч-
ном шаблоне. На примере моделирования двухсолитонного решения нелинейного уравнения Шредингера посред-
ством метода дробных шагов второго порядка точности установлено, что схемы высоких порядков не позволяют 
радикально улучшить точность полученного решения. Исследован вопрос о вычислительной сложности разностных 
схем высоких порядков. Полученные результаты могут быть использованы при конструировании эффективных чис-
ленных алгоритмов численного анализа как линейных, так и нелинейных задач для уравнений шредингеровского 
типа при применении метода дробных шагов соответствующего порядка точности.
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USING IIR FILTERS TO BUILD HIGH-ORDER FINITE DIFFERENCE SCHEMES  
FOR THE UNSTEADY SCHRÖDINGER EQUATION
Abstract. High-order finite difference schemes for the time-dependent Schrödinger equation are investigated. Digital 
signal processing methods allowed proving the conservativeness of high-order finite difference schemes for the unsteady 
Schrödinger equation. The eighth-order scheme coefficients were found with the help of the proved theoretical results. The 
conditions for equivalence between the eighth-order finite difference scheme and the scheme in the form of a cascade of all-
pass first-order filters were found. The numerical analysis of the proposed scheme was made. It was shown that the high-order 
finite difference schemes gave better results on solving the linear Schrödinger equations comparing to the well-known fourth-
order scheme on the six-point stencil, however, the high-order schemes in couple with the second-order splitting algorithm 
to the nonlinear Schrödinger equation do not lead to a radical improvement in the quality of numerical results. Practical 
issues implementing the proposed numerical technique are considered. The obtained results can be used to construct efficient 
solvers for linear and nonlinear Schrödinger-type equations by applying the splitting schemes of adequate accuracy order.
Keywords: finite-difference schemes, eighth order, Schrödinger equation, IIR filter, all-pass filter
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Введение. Теория разностных схем гласит, что схемы высоких порядков должны обеспечи-
вать лучшую аппроксимацию дифференциальной задачи и, следовательно, давать лучшую точ-
ность решения [1]. Очевидно, что в общем случае схемы высоких порядков проигрывают схемам 
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более низких порядков с точки зрения вычислительной сложности, однако их повышенная точ-
ность позволяет выбирать намного более крупные шаги сетки по пространственным и эволюци-
онным переменным, что в свою очередь компенсирует некоторый проигрыш в скорости работы. 
В связи с этим представляет интерес построение компактных разностных схем высоких поряд-
ков для нестационарного уравнения Шредингера.
Для уравнения Шредингера классической схемой считается двухслойная схема с весами на 
шеститочечном шаблоне [1]. При определенных соотношениях на параметры схемы она может 
обеспечивать четвертый порядок аппроксимации. Под высоким порядком в контексте уравнения 
Шредингера будем понимать порядок аппроксимации от шестого и выше.
Схемы высоких порядков в основном рассматривались для уравнения теплопроводности [2]. 
В [3] были рассмотрены компактные разностные схемы высоких порядков для уравнения тепло-
проводности и уравнения Шредингера. Примечательно, что во всех исследованиях построение 
схем высоких порядков производится одинаковым способом: аппроксимация невязки дискрет-
ной модели на заданном шаблоне методом неопределенных коэффициентов. В [4] было показано, 
что с не меньшим успехом можно использовать методы теории цифровой обработки сигналов 
для аппроксимации разностных схем. Также теория фильтров позволяет получать разностные 
схемы с заданными характеристиками как, например, консервативность [5].
В настоящей работе исследованы критерии консервативности двухслойных разностных 
схем для нестационарного уравнения Шредингера. Полученные теоретические результаты 
использованы для построения разностных схем восьмого порядка. Рассмотрена возможность 
применения схем высоких порядков при решении линейного уравнения Шредингера, а так-
же при вычислении линейной части метода дробных шагов для нелинейного уравнения Шре-
дингера.
Постановка задачи. Рассмотрим нестационарное уравнение Шредингера 
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Здесь 1ˆ( , ),   ( , ),k k m k k mU U x t U U x t += =  набор коэффициентов {aj} используется на верхнем 
слое разностной схемы, а набор {bj}, соответственно, на нижнем. Отметим, что данное определе-
ние является обобщением известной двухслойной разностной схемы с весами на шеститочечном 
шаблоне [1].
В работах [4–6] была показана связь между разностными схемами и рекурсивными цифро-




передаточная функция цифрового фильтра, соответствующего разностной схеме (3), может быть 
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Несложно видеть, что для консервативности схемы (3) требуется, чтобы ( ) 1,FDH ω ≡  что 
в свою очередь означает, что цифровой фильтр относится к классу всепропускающих. Покажем, 
что для выполнения данного условия необходимо и достаточно, чтобы выполнялось следующее 
утверждение: 
0,  .j jj p b a∀ ∈ =
В данной записи горизонтальная черта над соответствующим коэффициентом разностной схемы 
обозначает комплексное сопряжение. Предварительно докажем две вспомогательные леммы.
Л е м м а  1. Рекурсивный цифровой фильтр n-го порядка является всепропускающим тогда 
и только тогда, когда количество нулей совпадает с количеством полюсов, значения нулей яв-
ляются обратными, комплексно-сопряженными значениям соответствующих полюсов, модуль 
коэффициента усиления фильтра равен произведению модулей всех полюсов. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Передаточная функция рекурсивного цифрового фильтра может быть 





























где {zj} – нули фильтра, {pj} – полюса фильтра, k∈ – коэффициент усиления. По определению 
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Из выражения (6) следует, что комплексный полином, записанный в числителе дроби, дол-
жен тождественно равняться комплексному полиному, записанному в ее знаменателе. Применяя 













=  Случай j jp z=  не представляет интереса, так как приводит к вырождению фильтра.
Из эквивалентности преобразований следует необходимость и достаточность условий леммы. 
Лемма доказана.
С л е д с т в и е  1. Передаточные функции всепропускающих цифровых фильтров первого 
и второго порядков имеют соответственно следующий вид:
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С л е д с т в и е  2. Любой всепропускающий фильтр порядка n ≥ 2 может быть представлен 
в виде каскада всепропускающих фильтров более низких порядков.
Л е м м а  2. Фазово-частотная характеристика всепропускающего фильтра второго поряд-
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где p1, p2 – полюсы фильтра.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся следствием 1 и формулой (8) и представим передаточ-
ную функцию всепропускающего фильтра второго порядка в следующем виде:
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Из условия (11) и того, что cos ,
2
i ie e− ω ω+
ω =  и следует выполнение условия (10). Лемма дока-
зана.
С л е д с т в и е  3. Для формулы (9) верны следующие соотношения:
 ,  1.b a c= =  (12)
Интересно отметить, что при подстановке формулы (10) в формулу (7) получим тот самый 
сопряженный фильтр, определенный в [5], т. е. такой фильтр, процедура реализации которого со-
стоит в использовании стандартного алгоритма рекурсивного фильтра, реализуемого в обратном 
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Применим полученные утверждения для доказательства критерия консервативности раз-
ностных схем (3) для решения нестационарного уравнения Шредингера.
Передаточная функция цифрового фильтра, соответствующего дифференциальной зада-
че (1), (2), имеет вид
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      Весці Нацыянальнай акадэміі навук Беларусі. Серыя фізіка-матэматычных навук. 2019. T. 55, № 4. С. 413–424 417
Заметим, что H(0) = 1. В связи с этим является естественным выполнение следующего условия 
для разностных схем:
 (0) 1.FDH =  (14)
Сформулируем и докажем следующую теорему.
Те о р е м а. Разностная схема (3), для которой выполняется условие (14), является консерва-
тивной тогда и только тогда, когда 0,  .j jj p b a∀ ∈ =
Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточность данного утверждения очевидна, так как при подстанов-
ке значений bj в передаточную функцию фильтра (4), соответствующего разностной схеме (3), 
получим дробь, числитель и знаменатель которой являются комплексно-сопряженными функ-
циями. Следовательно, модуль данной функции тождественно равен единице, что в свою оче-
редь означает, что данный фильтр относится к классу всепропускающих, а значит, и разностная 
схема (3) является консервативной.
Для доказательства необходимости применим полученные ранее леммы и следствия. Для на-
чала отметим, что, рассматривая передаточную функцию (4) как полином относительно cosω, 




























Согласно следствию 3, верны следующие равенства: ,  1.j jd c k= =  Тогда, подставив выра-


























































Таким образом, передаточная функция (17) представляет собой отношение двух комплекс-
но-сопряженных функций. Тогда, возвращаясь к исходной записи (4) и приравнивая соответ-
ствующие коэффициенты, можем констатировать, что 0,  .j jj p b a∀ ∈ =  Теорема доказана.
В частности, из теоремы 1 следует, что двухслойная схема с весами на шеститочечном ша-
блоне является консервативной тогда и только тогда, когда 1 Re 0,5.σ = −σ⇔ σ =  Это является 
широко известным результатом [1], однако методы цифровой обработки сигналов позволили по-
лучить его иным способом, отличным от традиционных методов.
Построение разностных схем высоких порядков. Покажем, как применить теорему 1 для 
построения консервативных разностных схем с локальным порядком аппроксимации 4 8( ).O hτ +  
Рассмотрим разностную схему (3) при p = 2 на десятиточечном шаблоне. Тогда передаточная 
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Потребуем выполнения условия (14): H8(0) = 1. Значит, верно равенство
 0 0 1 1 2 22 2 2 2 0.a b a b a b+ + + + + =  (19)
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Тогда условие (19) примет вид
 0 1 22 2 .r r ra a a= − −  (21)
В работе [4] было показано, что из аппроксимации передаточной функции фильтра, соответ-
ствующего дифференциальной задаче, передаточной функцией фильтра, соответствующего при-
менению разностной схемы, следует, что и сама разностная схема аппроксимирует дифференци-
альную задачу. Приравнивая коэффициенты при соответствующих степенях ω разложений в ряд 
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Равенства (22) обеспечивают аппроксимацию передаточной функции (13) до ω8 включитель-
но. Попытка приравнять коэффициенты при ω10 соответствующих разложений в ряд Тейлора 
приводит к уравнению, зависящему только от r, следовательно, значение 1ia  не влияет на поря-
док аппроксимации и может быть выбрано произвольным, удобным для нас образом. Отметим 
также, что данное уравнение не разрешимо относительно r в действительных положительных 
числах, поэтому можно утверждать, что восьмой порядок аппроксимации – это максимально 
возможный порядок для данной разностной схемы.
Выражая все неизвестные в равенствах (22) через 1 ,ia  можно заметить, что в качестве 1ia  удоб-
но положить 4 21 2(25200 13020 688).ia r r= + +  Отсюда получим следующие выражения для коэф-
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Таким образом, коэффициенты (23) обеспечивают разностной схеме (3) восьмой порядок ап-
проксимации на десятиточечном шаблоне.
Проводя полностью аналогичные рассуждения для построения разностной схемы четверто-
го порядка на шеститочечном шаблоне, можно получить следующие выражения для коэффици-
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=  то получим известную двухслой-
ную разностную схему с весами на шеститочечном шаблоне. Данное замечание приведено для 
того, чтобы подчеркнуть – множество консервативных разностных схем четвертого порядка на 
шеститочечном шаблоне не описывается лишь известной схемой с весами, а содержит схемы 
и с другими соотношениями коэффициентов.
Эквивалентное представление разностной схемы на основе рекурсивных цифровых 
фильтров. В процессе применения разностной схемы (3) на десятиточечном шаблоне возникает 
симметричная пятидиагональная матрица. Существуют вариации метода прогонки для такой 
матрицы [8], однако соотношения (20), вообще говоря, не гарантируют выполнения необходи-
мых условий для вычислительной устойчивости метода прогонки. В связи с этим представим 
разностную схему в виде каскада фильтров более низких порядков и используем данное пред-
ставление для организации вычислений.
С точки зрения цифровых фильтров передаточная функция (18) соответствует всепропускаю-
щему фильтру четвертого порядка. Согласно следствию 2 и лемме 2, данный фильтр четвертого 
порядка можно представить в виде пары всепропускающих фильтров второго порядка, причем 
каждый из фильтров второго порядка является каскадом пары сопряженных всепропускающих 
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Преобразуя выражение (25) и приравнивая соответствующие коэффициенты в выражениях (18) 
и (25), а также с учетом замен (26) и равенства H8(0) = 1, получим систему уравнений относи-
тельно q1 и q2:
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Решая уравнение (29), получим
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Таким образом, с учетом леммы 1 равенства (31) и (30) позволяют представить разностную 
схему (3) на десятиточечном шаблоне в виде всепропускающего фильтра четвертого порядка 
с полюсами 1 2
1 2
1 1,  ,  ,  p p
p p
 и, соответственно, нулями 1 2
1 2
1 1,  ,  ,  .p p
p p
 В силу симметричности
всех систем уравнений в выражениях (30) и (31) для простоты можно зафиксировать один из 
знаков.
Для устойчивости рекурсивного цифрового фильтра необходимо и достаточно, чтобы его 
полюса лежали внутри единичного круга. Но в силу того, что полюса сопряженных фильтров 
первого порядка являются взаимообратными величинами, прямой ход будем реализовывать для 
фильтра с полюсом внутри единичного круга, а обратный – для полюса вне единичного кру-
га. Данный алгоритм прямого-обратного хода широко применяется в теории цифровых филь-
тров [7]. Также отметим, что из леммы 1 следует невозможность того, что полюс всепропускаю-
щего фильтра расположен на единичной окружности, так как в таком случае он будет совпадать 
с нулем фильтра, и рекурсивный фильтр выродится в константу.
В качестве любопытного факта заметим, что разностную схему на десятиточечном шаблоне 
можно рассматривать как «каскад» двух разностных схем на шеститочечном шаблоне. Данный 
процесс выглядит следующим образом: к известному временному слою применяется первая из 
разностных схем на шеститочечном шаблоне, и отсюда имеем некоторое прогнозное решение. 
Затем к этому прогнозному решению применяем вторую разностную схему, и полученное ре-
шение будем использовать в качестве решения на следующем временном слое. Эта процедура 
полностью аналогична известной схеме предиктор-корректор. Отметим, что данные разностные 
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схемы на шеститочечном шаблоне не обязаны иметь вид схемы с весами, а в общем виде описы-
ваются соотношениями (24).
Результаты численного моделирования. Исследуем возможность применения разностной 
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Сравним относительные погрешности приближенных решений уравнения (1), (2), (32), полу-
ченных с помощью разностной схемы четвертого порядка на шеститочечном шаблоне, разност-
ной схемы восьмого порядка на десятиточечном шаблоне, дискретного преобразования Фурье, 













где U – приближенное решение, Ua – точное решение (33) на сетке ωx в момент времени tf. 
Бу дем использовать следующие значения параметров: 40;  1;  0,5;  32 2 ; 1,5.jfL t r N j= = = = ⋅ =  
Результаты численного моделирования приведены на рис. 1.
Данные результаты показывают превосходство схемы восьмого порядка над схемой четвер-
того порядка при решении линейного уравнения Шредингера, что полностью согласуется с те-











Рис. 1. Зависимости относительной погрешности численных решений линейного уравнения,  
полученных с помощью разностных схем четвертого и восьмого порядков,  
схемы Фурье, от размера шага по пространству
Fig. 1. Relative error dependences of the solutions of the linear equation obtained using  
the fourth- and eighth-order finite difference schemes and the Fourier method on the spatial step size
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соответствует восьмому порядку аппроксимации. Отметим также, что при определенном разме-
ре шага разностная схема восьмого порядка практически сравнивается по точности с методом 
Фурье. 
С точки зрения вычислительной сложности схема восьмого порядка уступает схеме четвер-
того порядка примерно в 2 раза, однако для достижения заданного уровня погрешности лучшие 
характеристики схемы восьмого порядка позволяют использовать более грубые размеры шага 
сетки по пространству и, следовательно, по эволюционной переменной. Несложно показать, что 















но. Отсюда следует, что увеличение шага по пространству в k раз для схемы восьмого порядка
позволяет сократить суммарное количество операций в 
35
9
k  раз. 
Решение линейного уравнения (1), (2) на практике является одним из этапов метода дробных 
шагов [10] для решения нелинейного уравнения Шредингера, которое моделирует многие фи-
зические процессы, например распространение оптических пучков [9]. При применении метода 
Фурье для решения линейной части метода дробных шагов возникают искусственные эффекты 
при переходе от дифференциальной задачи к дискретной [11]. Это приводит к падению точности 
численного решения нелинейного уравнения. Использование разностных схем для решения ли-
нейной части в некоторых случаях позволяет получить значительно лучшие результаты по срав-
нению с методом Фурье [12]. В связи с этим исследуем возможность применения схемы восьмого 
порядка при решении линейно части метода дробных шагов.
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Рис. 2. Зависимости относительной погрешности численных решений нелинейного уравнения, полученных 
с помощью разностных схем четвертого и восьмого порядков, схемы Фурье, от размера шага по пространству
Fig. 2. Relative error dependences of the solutions of the nonlinear equation obtained using  
the fourth- and eighth-order finite difference schemes and the Fourier method on the spatial step size
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Оценим эффективность разностных схем четвертого и восьмого порядков в сравнении 
с методом Фурье на примере моделирования двухсолитонных решений уравнения (35) методом 
дробных шагов. Двухсолитонное решение уравнения (35) имеет вид финитной, периодической 
по времени, бесконечно дифференцируемой функции [10]: 
 
cosh(3 ) 3exp(8 )cosh( )( , ) 4 .
cosh(4 ) 4cosh(2 ) 3cos(8 )
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(36)
Будем использовать следующие значения параметров: 20;  1;  0,5;  32 2 ; 1,5.jfL t r N j= = = = ⋅ =  
Результаты численного моделирования приведены на рис. 2.
Из рис. 2 видно, что схема восьмого порядка дает лучшие результаты при достаточно круп-
ных шагах сетки, но при уменьшении размера шага различия в точности всех методов нивели-
руются, а на определенных участках графика разностная схема четвертого порядка показывает 
даже лучшую точность. Близость погрешности всех методов можно объяснить тем, что с некото-
рого значения размера шага по пространству погрешность расщепления метода дробных шагов 
начинает доминировать над погрешностью решения линейной части метода. Данное обстоятель-
ство не позволяет рассматривать схему восьмого порядка в качестве замены известным методам 
для решения нелинейного уравнения Шредингера. 
Заключение. Представленные выше теоретические результаты показывают, что методы 
цифровой обработки сигналов могут быть успешно использованы для построения консерватив-
ных двухслойных разностных схем сколь угодно высоких порядков для решения линейного не-
стационарного уравнения Шредингера. В частности, были получены аналитические выражения 
для разностной схемы восьмого порядка. Также было показано, что представление разностных 
схем в виде каскада рекурсивных цифровых фильтров низких порядков позволяет организовать 
вычисления особым способом, который с точки зрения теории алгоритмической сложности пре-
восходит известный метод Фурье.
Что касается нелинейных уравнений Шредингера, установлено, что применение схем высо-
ких порядков не приводит к радикальному улучшению точности полученных решений. В связи 
с этим при решении нелинейного уравнения Шредингера рекомендуется использовать разност-
ные схемы более низких порядков, которые при меньшей вычислительной сложности дают срав-
нимые по точности результаты.
Для дальнейших исследований представляет интерес оптимизация параметров разностных 
схем высоких порядков. В работах [4–5, 12–14] было неоднократно показано, что схемы с более 
низким порядком аппроксимации способны давать более точные решения при оптимальном на-
боре своих параметров.
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